Differenciál egyenletek fogalma, osztályozása, megoldása. Elsőrendű differenciál egyenletek. Másodrendű differenciál egyenletek.

A függvény lokális tulajdonságait a deriváltakkal fejezhetjük ki pl. meredekséget az első, görbületet a másodikkal. Ha a felállított összefüggés a kerestt függvény legalább egy valamilyen rendű deriváltját tartalmazza, akkor zat differenciál egyenletnek nevezzük.

az olyan szerkezetet, amely egyesíti magában a határozott és a határozatlan integrál több tulajdonságát: kvadratúrának nevezzük.

Osztályozás: 

1, Ha az ismeretlen függvény egyetlen független változótól függ, akkor közönséges differenciálegyenletnek nevezzük.

2, a többváltozós függvényeket  parciális differenciálegyenleteknek nevezzük.

A differenciálegyenletet n-ed rendűnek nevezzük, ha a benne előforduló legmagasabb rendű derivált n-ed rendű.

az első és másodrendű differenciálegyenlet általános alakja:  F(x,y,y’)=0 ill. G(x,y’,y’’)=0. implici alak.

Explicit alak: Ha ki tudjuk fejezni az egyenletből a legmagasabb deriváltakat, akkor : y’=f(x,y) ill. y’’=g(x,y,y’)

a differenciálegyenlet lineáris, ha benne az ismeretlen függvény és annak deriváltjai csak első hatványon szerepelnek.

Megoldása: Minden olyan függvényt, amelyet a differenciálegyenletbe helyettesítve azonosságot kapunk, a differenciálegyenlet megoldásának nevezzük.

Ha az elsőrendű differenciálegyenlet megoldásának halmazának mindegyik eleme egy paraméterértékhez tartozik, a differenciálegyenlet általános megoldásának nevezzük.

Az általános megoldás egy elemét, amelynek egy konkrét függvénygörbe felel meg, partikuláris meoldásnak nevezzü.

1.Tétel: Ha a 
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 folytonosak az x0-a(x(x0+a; y0-b(y(y0+b, tartományban, akkor az (x0,y0) pontnak létezik egy olyan környezete, amelyben létezik a differenciálegyenletnek az y(x0)=y0 kezdeti feltételnek eleget tevő egyértelmű megoldása.

Elsőrendű differenciálegyenletek: 

Def: A következő alakú egyenletet szétválasztható változójú differenciálegyenletnek nevezzük:

f1(x)(1(y)
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integráljuk mind a két oldalt: 
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dx, ha ez sikerült akkor a következő általános alakhoz jutunk:

G(y)=F(x)+C.

Változókban homogén differenciálegyenlet: Az y’=f
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 alakú vagy ilyen alakúra hozható egyenletet változóiban homogénnek nevezzük.

megoldás: y helyett u változót vezetünkbe. u=y/x. ( deriváljuk: y’=u’x+u (visszahelyetttesítve: u’x+u=f(u) ( 
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 innen már kvadratúrával megkapjuk az ált. alakot.

Elsőrendű lineáris differenciálegyenlet:

Az ismeretlen függvény és deriváltja szempontjából lineáris elsőrendű egyenletet elsőrendű lineáris diff.egyenletnek nevezzük: a(x)y’+b(x)y=r(x), ahol a(x), b(x), és r(x) az integrálás intervallumában tetszőleges folytonos függvények és a(x)(0.

Az a(x) és b(x) függvényeket együtthatófüggvényeknek, az r(x) függvényt pedig zavarótagnak nevezzük.

a homogén egyenlet szeparálható. (mindkét oldalt integrálva ln|y|=-(p(x)dx+lnC).

2.Tétel: a lineáris inhomogén differenciálegyenlet általános megoldása egyenlő a megfelelő homogén egyenlet általános megoldásának és az  inhomogén egyenlet egy tetszőleges partikuláris meoldásának összegével.

Másodrendű diff.egyenletek:

Implicit alak: F(x,y,y’’)=0.

Explicit alak: y’’=f(x,y,y’).

Megoldás:Az egyenlet általános megoldása két paramétert tartalmaz:- kezdeti feltétel (az állandók aktuális értékeit hat. meg)

· határfeltétel ( előfordulhat, hogy az általános megoldásokból más követelményeknek megfelelően kell kiválasztanunk egy partikulárisat)

Hiányos másodrendű diff.egyenletek:

Az y’’=f(x,y,y’) diff.egyenletet hiányosnak nevezzük, ha benne az x,y,y’ változók közül legalább az egyik nem szerepel.

a, ha hiányzik az y, ekkor az y’=p(x) helyettesítéssel az egyenlet elsőrendűre vezethető vissza, ezt megoldva kapjuk a p(x9 függvényt amely egy integrációs állandót is tartalmaz.

b, hiányzik az x: most az y’=p(y) helyettesítést alkalmazzuk.

Másodrendű lineáris diff.egyenletek:

a másodrendű, lineáris diff.egyenlet ált. alakja:

a2(x)y’’+a1(x)y’+a0(x)y=r(x),

ahol az a2(x), a1(x),és a0(x) és r(x) függvények egy közös intervallumon folytonosak és itt a2(x)(0.

Az a2(x), a1(x),és a0(x) függvényeket együtthatófüggvényeknek, r(x) függvényt pedig zavaró tagnak nevezzük.

lineáris diffegyenlet: homogén ha r(x)(0,

      inhomogén ha r(x)(0.

Normál alak: Ha az egyenlet mindkét oldalát elosztjuk a2(x)-szel.

Ha a a2(x), a1(x),és a0(x) együtthatófüggvények mindegyike állandó, akkor a diff.egyenlet állandó együtthatós, ellenkező esetben változó együtthatós.

Homogén egyenletekre vonatkozó tételek: a2(x)y’’+a1(x)y’+a0(x)y=0;

Tétel: Ha az y függvény megoldása az egyenletnek, akkor Cy is megoldása annak, ahol C tetszőleges szám.

Tétel: Ha az y1,y2 függvények megoldásai az egyenletnek, akkor az y1+y2 függvény is megoldása.

Def: Egy közös intervallumon értelmezett f1,f2 függvények ezen az intervallumon lineárisan függetlenek, ha a C1y1+C2y2 azonosság ezen az intrvallumon csak úgy áll fenn, ha c1=C2=0. Ellenkező esetben lineárisan függők.

Def:

Ha az y1 és y2 függvények a diff.egyenlet lineárisan független megoldásai, akkor y1,y2 az egyenlet egy alaprendszere.

Tétel: Ha y1,y2 a diff.egyenlet egy alaprendszere, akkor annak általános alakja: y=C1y1+C2y2,

inhomogén egyenlet általános megoldása: homogén egyenlet megoldása+inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldása.

Próbafüggvény: szabad paramétereket tartalmazó, a zavarótaghoz hasonló szerkezetű függvény partikuláris megoldás előállítása céljából.
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